
角運動量

角運動量と力のモーメントの関係：「粒子の角運動量の時間的変化率は、粒子が受けた力のモーメントに等しい。」

［注］ 太文字の記号はベクトルを表示する。

N =
dL

dt
： 角運動量と力のモーメントの関係

ただし N は力のモーメント、Lは角運動量であって、それぞれ次式のように定義される。なお tは時間である。

N = r × F

L = r × p

ただし rは粒子の位置、F は作用している力、pは粒子のもつ運動量である。

粒子の運動量 p = mvを用いると、角運動量は次式のように記せる。

L = r ×mv

ただし mは粒子の質量、vは速度である。

角運動量と力のモーメントの関係は、主に回転する系に対して有用である。

粒子が一つの点のまわりで回転運動するとき、次式で定義される角速度 ωを用いると便利である。

角速度 ω =
dθ

dt

ただし θは一点のまわりの粒子の回転角 (一般角)であって、ベクトル θの方向は回転軸と同一かつ向きは回転に対

して右ねじの進む向きと定める。このとき 速度 vと角速度 ωの関係は次式のように表せる。

速度 v = ω × r

ここで 位置を表すベクトル rは動径ベクトルとも呼ばれる。

前述した角運動量と力のモーメントの関係について、角速度 ωを用いると次式のように記せる。

N =
dL

dt
=

d

dt
(r ×mv) = m

d

dt
(r × v) = m

d

dt
[r × (ω × r)] = m

d

dt
[(r · r)ω − (r · ω)r]

=
d

dt

[
mr2ω −m(r · ω)r

]
すなわち N =

dL

dt
=

d

dt

[
mr2ω −m(r · ω)r

]
粒子が半径 r = |r|の円軌道上を運動する場合には、動径ベクトル rと角速度 ωは常に直交するので、

r · ω = 0

となり、上記の角運動量と力のモーメントの関係は次のように記せる。

N =
dL

dt
=

d

dt
(mr2ω)

ここで 慣性モーメントと呼ばれる量 I = mr2 を定義すると上式は次のように簡潔に表せる。

N =
dL

dt
=

d

dt
(Iω)

慣性モーメント I は動径ベクトル rの二乗に比例するスカラー量である。なお 粒子が一定の半径 r = |r|の円軌道上
を運動する場合には、慣性モーメント I は時間的に変化せず定数となるので、

N = I
dω

dt

のように記してよい。このとき 力のモーメントN が時間的に変わらず一定のときには、角速度 ωの時間依存性は直

ちに求めることができる。すなわち

dω

dt
=

N

I
より ω =

∫
N

I
dt+ c =

N

I
t+ c (初期条件 t = 0 のとき 角速度 ω = ω0 とすると c = ω0)

よって ω =
N

I
t+ ω0
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［直交座標表示］

3次元ユークリッド空間内の直交座標 syz系の各成分によって表示すると、前述の各式は次のように記せる。

（次の各式において、添え字 x, y, zは対応する座標軸方向の成分を示す。）

なお 回転する系の場合において、この直交座標表示はあまり便利な方法とは言えないが、参考として記す。

Nx =
dLx

dt
, Ny =

dLy

dt
, Nz =

dLz

dt

Nx = yFz − zFy, Ny = zFx − xFz, Nz = xFy − yFx

Lx = ypz − zpy, Ly = zpx − xpz, Lz = xpy − ypx

粒子に作用する力と運動量の方向が常に xy 平面内にあって、固定された z 軸のまわりを粒子が回転運動する場合に

は、上式において

z = 0, Fz = 0, pz = 0

となるので、次式についてのみ考えればよい。

Nz =
dLz

dt

Nz = xFy − yFx

Lz = xpy − ypx

すなわち この場合、力のモーメントN や角運動量 Lのベクトルの方向は z 軸方向となり、常に xy平面に垂直であ

る。このとき 粒子は常に xy平面内において運動する。

［極座標］

平面内の回転運動を扱う際には、動径 rと角度 θを座標変数とする極座標表示が便利である。平面極座標と直交座

標の関係は次式のように表せる。

x = r cos θ

y = r sin θ

ただし θは動径 rが x軸となす角である。

3次元ユークリッド空間内の極座標には、球面極座標系 (r, θ, ϕ)がある。球面極座標 (r, θ, ϕ)と直交座標の関係は次式

のように表せる。

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

ただし θは動径 rが z 軸となす角であり、ϕは動径 rの xy面上への射影が x軸となす角である。球面極座標は球対

称な系を扱う際には有用である。

円筒状の対称性をもった系に対しては、円柱座標系 (r, θ, z)が便利である。円柱座標 (r, θ, z)と直交座標の関係は次式

のように表せる。

x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

ただし θは動径 rが x軸となす角である。すなわち 円柱座標では平面極座標 r, θと直交座標の一つ zを併用している。
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